Zestaw 1 - Liczby rzeczywiste

A Teoria

Co trzeba sobie powtorzy¢?/Co trzeba umie¢? Material ze szkoly $rdeniej oraz z logiki i teorii mnogosci, szczegolnie:

a. algebra zbioréw

b. rachunek kwantyfikatoréw

c. iloczyn kartezjanski

d. nieréwnosci stopnia I z jedng niewiadoma

e. réwnania i nieréwnosci modutowe

f. nieréwno$ci kwadratowe z jedng niewiadoma

Definicja. A.1. (Nieréwno$é trojkqta)
Jezeli a,b € R, to:
la 4+ b| < |a| + |b].

Rownowaznie:
lla] = [o]] < la+ 0|

Definicja. A.2. (Srednie liczbowe)
Dla liczb dodatnich aq,as,...,a, definiujemy nastepujgce Srednie:

$rednia kwadratowa:

K \/a%+a§+...+a%
n

$rednia kwadratowa:
. ar+ax+...+ap

Srednia geometryczna:

$rednia harmoniczna:

Definicja. A.3. (Nierdwno$é miedzy Srednimi)

Rownosci miedzy renimi zachodzqg wtedy i tylko wtedy gdy liczby aq, a9, ..., a, $¢ rowne.

(1) =

s =3 ()ou

Definicja. A.4. (Symbol Newtona)

Definicja. A.5. (Dwumian Newtona)

B Zadania

Zadanie B.1. Znalez¢ siodmy wyraz rozwiniecia (2a + b2)8.

Zadanie B.2. Wykaz, ze suma wszystkich wspotczynnikow w rozwinieciu dwumianu Newtona (a + b)™ wynosi 2", tzn.
Yk=o (1) =2

Zadanie B.3. Do jakiej potegi nalezy podnie$¢ dwumian a + b, aby w rozwinieciu suma wyktadnikéw poteg liczby a we
wszystkich wyrazach wynosita 1207



Zadanie B.4. Udowodnij wzér na n-ty wyraz a, = a;¢" ' postepu geometrycznego.
Zadanie B.5. Udowodnij wzor na sume n pierwszych wyrazdéw postepu geometrycznego.
Zadanie B.6. Wykaz, ze 34”72 + 1 jest liczba podzielng przez 10 dla n € N.

Zadanie B.7. Udowodnij indukcyjnie, ze dla wszystkich n > 1:

_ n(nt1)(2n+1)
a) 12422 432 + .. 4 n? = 2=
b) 1-2-342-3-44...4n-(n+1)-(n42)=2lntDi2)@ts)

¢) 14+3+3%+... 430 =3"=1

Zadanie B.8. Udowodnij indukeyjnie, ze dla wszystkich n > 1:

)
b) 1172 41227+ = 133s,
c) 672 4 72nHl = 435,
d) 20m+1 4 322 = 11,
e) 5722 4 23n = 41s.

Zadanie B.9. Udowodnij indukeyjnie, ze dla wszystkich n > 1
712571 43 (tzn. 3,2°" 1 + 3 = Tk).

Zadanie B.10. Udowodnij indukcyjnie nieréwno$é¢ Bernoulliego: dla wszystkich n > 1 1 dowolnej liczby rzeczywistej
z> -1
(14+x)" >1+nz.

Zadanie B.11. Udowodnij, 7ze 2" > n? dla n > 5.

Zadanie B.12. Znale7¢ kresy zbiorow:
a) A={zeR: 2z + 3|+ |z + 3| — z < 6},
b) B={zeR: |23 -1 <2?+z+1},
) C={1+E0  neny,
11"
)
)

oo

¢) E={k+1:kec{0,1,2} AneN},
n(nt1)

f) F={2-(-1)""' +(-1)" =z (2+3):neN}L

Zadanie B.13. Korzystajac z definicji uzasadnié, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskazanych zbiorach:
2) f(x) =% R,
b) g(z) = %7 (0, 00),
¢) h(z)=a2*+2%+1, (—00,0].

Zadanie B.14. Okresl funkcje ztozone: fo f, fog, go f, gog, jezeli:
a) f(x) =22 g(x)=2°,
b) f(z) =2+ cos(z), g(x) = /x.

Zadanie B.15. Znalez¢ funkcje odwrotne do podanych:
a) f(z) =2 —logsz,
b) g(z) = 55,
¢) h(z) =2® — 32% + 3z + 27.



