
Zestaw 1 - Liczby rzeczywiste

A Teoria

Co trzeba sobie powtórzy¢?/Co trzeba umie¢? Materiaª ze szkoªy ±rdeniej oraz z logiki i teorii mnogo±ci, szczególnie:

a. algebra zbiorów

b. rachunek kwanty�katorów

c. iloczyn kartezja«ski

d. nierówno±ci stopnia I z jedn¡ niewiadom¡

e. równania i nierówno±ci moduªowe

f. nierówno±ci kwadratowe z jedn¡ niewiadom¡

De�nicja. A.1. (Nierówno±¢ trójk¡ta)
Je»eli a, b ∈ R, to:

|a+ b| ¬ |a|+ |b|.

Równowa»nie:
||a| − |b|| ¬ |a+ b|

De�nicja. A.2. (�rednie liczbowe)
Dla liczb dodatnich a1, a2, . . . , an de�niujemy nast¦puj¡ce ±rednie:

±rednia kwadratowa:

Kn =

√
a21 + a

2
2 + . . .+ a2n
n

±rednia kwadratowa:
An =

a1 + a2 + . . .+ an
n

±rednia geometryczna:
Gn = n

√
a1 · a2 · . . . · an

±rednia harmoniczna:
Hn =

n
1
a1
+ 1
a2
+ . . .+ 1

an

De�nicja. A.3. (Nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi)

Kn ­ An ­ Gn ­ Hn
Równo±ci mi¦dzy renimi zachodz¡ wtedy i tylko wtedy gdy liczby a1, a2, . . . , an s¡ równe.

De�nicja. A.4. (Symbol Newtona) (
n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

De�nicja. A.5. (Dwumian Newtona)

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

B Zadania

Zadanie B.1. Znale¹¢ siódmy wyraz rozwini¦cia (2a+ b2)8.

Zadanie B.2. Wyka», »e suma wszystkich wspóªczynników w rozwini¦ciu dwumianu Newtona (a + b)n wynosi 2n, tzn.∑n
k=0

(
n
k

)
= 2n.

Zadanie B.3. Do jakiej pot¦gi nale»y podnie±¢ dwumian a+ b, aby w rozwini¦ciu suma wykªadników pot¦g liczby a we
wszystkich wyrazach wynosiªa 120?
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Zadanie B.4. Udowodnij wzór na n-ty wyraz an = a1qn−1 post¦pu geometrycznego.

Zadanie B.5. Udowodnij wzór na sum¦ n pierwszych wyrazów post¦pu geometrycznego.

Zadanie B.6. Wyka», »e 34n+2 + 1 jest liczb¡ podzieln¡ przez 10 dla n ∈ N.

Zadanie B.7. Udowodnij indukcyjnie, »e dla wszystkich n ­ 1:

a) 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)6 ,

b) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . .+ n · (n+ 1) · (n+ 2) = n(n+1)(n+2)(n+3)4 ,

c) 1 + 3 + 32 + . . .+ 3n = 3
n+1−1
2 ,

Zadanie B.8. Udowodnij indukcyjnie, »e dla wszystkich n ­ 1:

a) n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3 = 9s,
b) 11n+2 + 122n+1 = 133s,
c) 6n+2 + 72n+1 = 43s,
d) 26n+1 + 32n+2 = 11s,
e) 5 · 72n+2 + 23n = 41s.

Zadanie B.9. Udowodnij indukcyjnie, »e dla wszystkich n ­ 1

7 | 23n−1 + 3 (tzn. ∃k23n−1 + 3 = 7k).

Zadanie B.10. Udowodnij indukcyjnie nierówno±¢ Bernoulliego: dla wszystkich n ­ 1 i dowolnej liczby rzeczywistej
x > −1

(1 + x)n ­ 1 + nx.

Zadanie B.11. Udowodnij, »e 2n > n2 dla n ­ 5.

Zadanie B.12. Znale¹¢ kresy zbiorów:
a) A = {x ∈ R : |2x+ 3|+ |x+ 3| − x < 6},
b) B = {x ∈ R : |x3 − 1| < x2 + x+ 1},
c) C = {1 + (−1)

n

n : n ∈ N},
d) D = { 1k +

1
l : k, l ∈ N},

e) E = {k + 1n : k ∈ {0, 1, 2} ∧ n ∈ N},
f) F = {2 · (−1)n+1 + (−1)

n(n+1)
2 (2 + 3n ) : n ∈ N}.

Zadanie B.13. Korzystaj¡c z de�nicji uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ monotoniczne na wskazanych zbiorach:
a) f(x) = x3, R,
b) g(x) = 1x , (0,∞),
c) h(x) = x4 + x2 + 1, (−∞, 0].

Zadanie B.14. Okre±l funkcje zªo»one: f ◦ f , f ◦ g, g ◦ f , g ◦ g, je»eli:
a) f(x) = x2, g(x) = 2x,
b) f(x) = 2 + cos(x), g(x) =

√
x.

Zadanie B.15. Znale¹¢ funkcje odwrotne do podanych:
a) f(x) = 2− log5 x,
b) g(x) = 1

2x+4 ,

c) h(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 27.
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