§ 4. Funkeje trygonometryczne

Funkcje trygonemetryczne dowolnego kata

Niech « oznacza dowolny kat. Obieramy uklad wspolrzednych tak,
aby jego poczatkiem byt wierzcholek kata o i aby jedno z jego ramion
zawierato si¢ w dodatniej polosi x (rys. 4.1). Na drugim ramieniu obie-
ramy dowolny punkt P =(x, y) rézny od poczatku ukladu wspol-
rzgdnych i okreSlamy funkcje trygonometryczne kata a w sposdb

nastgpujacy: "

sine = X tgo =2, (x #0)

: |
| 7--\
COSy = f, cigo = f, y #= () i ;
r ¥ X

gdzie r = |OP| = \/x*+)?

k"

Rys. 4.1

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Niech x bedzie dowolna liczba rzeczywista. Waowcezas istnieje licz-
ba calkowita k i liczba rzeczywista r takie, ze x = 2kn+ri0 <r < 27
Istnieje rowniez kat o, ktoérego miara tukowa jest r. Wowczas przyj-
myujemy: :
sinx = sina,
COSX = cOosa,
tgx = tga,
ctgx = ctga,

4 — Zbiér zadad z matematyki
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W rombie dane sa: bok dlugodci 10 cm i kat 40°. Oblicz diugosci
przekatnych i pole rombu.

W trojkacie rownoramiennym dane sa: dhugos¢ podstawy 10 cm
i kat przy podstawie rowny 30°. Oblicz dtugos¢ promienia kota
wpisanego w trojkat i promienia kola opisanego na trojkacie.
W trojkacie rownoramiennym dana jest dlugos¢ promienia kola
oplsanego na trojkacie rowna 10 cm i kqt przy wierzcholtku
rowny 50°. Oblicz obwod trdjkata.

W trojkacie réwnoramiennym dana jest dhugosc promienia kola
wpisanego w trojkat rowna 10 cm i kat przy wierzchotku réwny
50°. Oblicz obwod trdjkata.

W trojkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku C jest
prosty, Wiedzac, Ze sino = m, oblicz cose, tga, sinf, cosf, ctgf
(¢ oznacza kat przy wierzchotku 4, f§ kat przy wierzchotku B).
7 wierzchotka kata « jako ze srodka zakre$lono okrag o promie-
niu diugodci r. Oblicz diugoé tuku AB, na ktorym opiera sig
kat «, majac dana miarg kata « w radianach i diugoé¢ promie-
nia 7.

ayo=2, r=2

b) o= 15 r=23,

1
c)oc=§; r==6.

Dla jakich «{0° < o < 360°) prawdziwe sa nastgpujace nie-
réwnosci: N

a) sinacosy > 0, ¢) ctge < \/3,

b} sinzcose < 0, f) sina > cosa,

¢) sinxcosa = 0, g) cosy < %,

d) tgo > 1, ‘ h) tga > ctga?

Okresl (bez uzycia tablic) znak réznicy:

a) sin72°—sin80°, ¢) sin200° —sin100°,

b} cos15°—cos16°, f) cos200° —cos20°,

) cos300°—cos340°, .. g) sin100° —sin10°,

d) tg35°—sin35°, h) sin400° —sin40°.

Jaka liczba (dodatnia, czy ujemna) jest:

a) sinl, d) cos2, g) tgl,5, j) ctgs,
b) sin2, e) cosls, h) tg(—0,75), kY ctgl,s,
c) sin1Q, ) cos(—8), i) tglQ, 1) ctg2,5?




. Zbadaj, ktora z liczb W kazdej z podanych par jest wigksza:
€) ctg%n, tggn,

a) sinl, tgl, c) sin2, cos2,
b) cosl,ctgl, d) sing, tgg—c,

. Jakg liczba (dodatnia czy ujemng) jest:
a) sin(cos 1), d) tg(sin 2,5),
b) cos(sin 1), e) tg(cosin),
c) ctg(cos0,3) f) cos(tg%n)?

. Zbuduj kat ostry o wiedzac, 7e:

a) tga = 3, d) sing = %

b) tga = ﬁ, e) sing = é,
2 V3

¢) tga = L f) sino = 2
7 N

. Zbuduyj kat « wiedzac, ze:

@smm:% i 90° < a < 180°,
msma=_§ {2700 < o < 360°
c) siny = % i cosa <0,

d) sine = —L.

. Zbuduj kat f wiedzac, Ze:
Q) cosf= —= i 90°<p <1807

3
1 .
b) cosff=— 1 270° < B < 360°,
NG
@cm3:§ i sinf >0,
®cmﬁi~%i tgh <0,
g} cosf = ——% i tgf=>0.

f) sin5m, cos3m.

} cosy = 2
g 7

“[5
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Zbudyj kat y wiedzac, Ze:
a)tgy=—1 1 siny<0,
b) ctgy=—1 i siny= TZ,

c) ctg*y=-? iy >90°

dtgy=3 i y<90°.

Zbudyj kat o, gdy 0° < a < 360°, wiedzac, ze:
a) sing = > c) ct _!

B 82=3
b} cosa = —0.,8, d) tgo = 1%.

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata a,
jezeli:

a) sinz =~ i 90° <o < 1807,

b) cosx = % i 270° < o < 360°,

o taa m% i 180° < & < 270°,

d) sine = —/02 i 180° < < 270°,

e) coso = 2/ i 0° <o < 907
n+1

Oblicz bez uzycia tablic wartosci pozostalych funkcji trygono-
metrycznych kata «, majac dane: -

a) siny =§, d) cosa = —g, g} cosa =./03,

b) sine = =, ¢) tga = /2, . h) tgoe = —1,

c) sing = —1, D clga = w\/3, i) ctga = 0.

Uwzglednij dwie odpowiedzi.

Oblicz sinw, cosa 1 tge, gdy ctga = m 1 90° < o < 1807 '
Oblicz x = sing sinfi+cosacosf, gdy tga = —11tgf = —\/3.
Uwzglednij dwie rozne odpowiedzi.

Oblicz bez uzycia tablic:

a) sin%62°+sin?28°,  b) tg44°tg45°tg46°,

¢) (sin35°+c0835°)-(sin35° - cos35°) -+ 2sin?55°




430. Jaka jest najmniejsza, a jaka najwigksza wartos¢ vévyraiefl:'

a) 1—sinx, d) 2+cos2x,
b) 2+ cosx, e) %—%sinx,
c) 3—2cosx, f) \/lsinx|?

. 4,31. Sprawdz nastepujace tozsamosct:

a) (tg?x—sinx)-ctg’x = sin’x,

b) (sinx + cosx)? +(sinx —cosx)* = 2,

¢) (1+cosx) (1 —cosx) = sin’x,

d) cos®x—sin?x = 1—2sin%x,

1 .

e) - —oosx = sinx-tgx,

f) cos*x —sin®x = cos’x —sin’x,

Dla jakich x réwnosci te nie zachodza?
4.32. Sprawd? nastgpujace toZsamosci:

a) 14 ctgx = sinxl-l-cosx

5mnx
b) cos*x +sin*x = 1 —2sin’x-cos’x,
2
c) (tgx+ctgx) = e T—
d) tgx—ctgx = {tgx—1) (ctgx+1),
sinx 1 '

g) ctgx+- = ——

1+cosx  sinx’

f) (1+4sinx) (JI——tgx) = COSX,

COsSX

4.33. Sprawd? nastgpujace toZsamosc:
sinx 1+cosx 2
a) . + A = = »

1+cosx sinx sinx

tgx+tgy
ctgx+ctgy
1 1 . . 1

¢) [—— +— ) (sinx+cosx) = 2+~

sinx  cosX sinxcosx’

=tgx-igy,

d) (L—— ! ) (sinx+cosx) = clgx —1gx,
sInx COSX
1—tg*x

1+tgx
4.34. Wykaz, ze jeSli x = acosu i y = bsinu, to

b2x2 +a?y? = a®b*.

¢) 1—2sin*x =
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4.35, Wicdzae, ze x = rsinucosy, y = rsinusing, z =rcosu i z # 10,
wykaz prawdziwo$¢ rownosci:

x4y 2 : L R 2
T:tgu 1 x4y +z- =7

4.36. Zakladajac, ze sinx + cosx = m, oblicz:
a) sinxcosx, ¢) (sinx —cosx)?,
b} sin®x + cos>x, d) sin*x +cos*x.

Jakie wartodci moze przyjmowac m?
4.37. Wyznacz gorne 1 dolne kresy zbioréw jesli istnigja:

a)A:{x:sinxz i 0<x<2’n:},‘

b =

b)B={x:tgx> i 0<x<;ﬂ:},

c) C={x:tgx> i %n<x<%n},

- el I,

b2
—

d)D={x:sinx>» cosx <0 i {)<x<271:},

1. . .
e)E={x:cosxs—2 i sinx>0 i O<x<2ﬂ:}

4,38, Ustal znak sumy tgx+ctgx, gdy ; < X < T
4.39. Oblicz:

o o1&l 3 o n'__l _ 'y

a) cos2? 30,]?811 $in22°30 —2,/2 \/2,
U o 1 =
b) sin15° jesli cosl5 —Eﬂ/2+\/3,

¢) tg{90° —ua), jesli sina = 0,28,
4.40. Wyznacz o i f3, jesli:

a) sin{a—fB) = % isin(x+f) = % iael0; g) ipe0; g),
b) sinx—p) = gi cos(o+ f) = % i aed0; D iBenl).
4.41. Wyznacz okres funkcji;

a) Y= sin2x, C) y= sin 3x, e) y= COS%X,
b) y= Sin%x7 d) y= tg2x, f) y = COS(.)C +g)
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4.46.

4.47.

Wyznacz okres zasadniczy funkcji:

ay y= tggx, d) y = cos(dnx+2), g) y = [sinx|,
b) y= sin(§+72i), e) y= tg”—;«, h) y = cos®x,

¢) y= singx, f) y= tgz?—c-.

Oblicz bez uzycia tablic matematycznych:

a) sin1200° +cos(—1080°),

b) 4sin120°tg300°,

c) 2sin120° —tg240°,

d) 3cos(—300°)sin45°tg135°,

e) 2sin?225° —ctg330°tg405°,

f) 10ctg315°sin{—150°yc0s225°.

Podane wartosci funkcji trygonometrycznych zastap rownymi
im wartoéciami funkcji trygonometrycznych katow nie wiek-
szych od 45°%

a) sin105°45’, e) sin320°, i) sin248°,
b) cos215°36', f cos99°, j) cos1305°,
c) tg136°12, g) ctgl25°, k) tg1250°,

d) ctg230°4%’, h) ctg100°, 1) ctg3000°.

Majac dane sin(n+a) = —%, oblicz:

a) sin@n—l—oc), b) cos(g+a), c) tg(aﬂ%n), d} ctg(m—a).

Majac dane coso = “% (gdy g <a< n), oblicz:
a) tg(n—o), c) COS(%’R‘—GL’),

b) sin(g+o¢), | d) ctg@n—a).
Wyznacz o, jesit:

a) sina = _2_3 i0° <o < 720°,

b) cosa = ——%@ i 0°<a<720%

c) sing = —1 i 360° < o< 720°

0° < o < 540°

[

d) cosa =0
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Oblicz bez uzycia tablic warto$¢ wyrazen:
sin®120° cos( - 1807)
tg(— 135%) ctgdose
b Esinijg—%os%()"i@@
3sin(—45%)—2cos(—420°)
c) tg10°tg20° tg30° tg40° tg 50° tg 60° tg70°tg &0°.
Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:
sin (& — 180°) cos(450° — &)
$in(540° + )cos (— 270° 4 o)
cos(180°%o;)sin(—oc)ctg(ko:—%")
18(540° + 2)sin (a— 180°)ig(—o) "
Wykaz prawdziwosé nastgpujacych rownodci (@, B, 1y oznaczaja
katy trojkata):

.y e+ f
a} sin- = cos— =
) sin! = cos**,

y s o+ f
b COS- = sin—*,
) 2 2

¢) siny = sin(a+ ).
Wiedzac, ze.a+f = 2 i cosy = é-, oblicz sinf, tgf i tgo.
Zbadaj czy istnieja takie katy o i g, aby:

a) 2—sina = 1,5 ¢) sina+cosf = 0,
b} 1+cosp = 3, f} sina+cosq = 1,
¢} sinocosf = 1~31-, g} tgacosy = 51,

d) sine+sinff = -2, h} ctgasing = —1,2,

Na jednym rysunku naszkicnj wykresy funkeji (—7 < x < T):

a) y=sinx i y=isinx,

b) y=cosx i y= Jcos x|,

y=tgx i y=|igx]

Na podstawie wykresdw z zadania 4.53, odczytaj dla kazdej
funkg;ji:

a) W jakich prrzedzialach funkcja rosnie, a3 w jakich malgje?

b) Ktéra z tych funkgji jest parzysta?

c) Jaki jest okres glowny kazdej z funkgji?

Zbadaj, ktére z okreslonych nizej funkcji sg parzystymi, a ktdre
nigparzystymi;




d) y- '

4.56. Dla

jest: 465,
a) 1 a) Siﬂ2

» !
457, Ez f;) CO8 2y i 0 .
g C) g o
f M2x > qg {
458. V 466

45 a) si
le = ‘x ,I
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a) y = sin2x, e) y = XCOSX, i) y= —
4o 2 . _ sinx

b) y=tg, f) y=x"tgx, Y=o

¢) y = sin’x, g) y = sinxcosx, k) y= cos(;c-k

d) y = x-sinx,

jest:
a) parzysta,

f{x) = sinx +cosx

jest fankcja okresowa i nie jest funkcja parzysta ani nieparzysta.

h) y = [sinxl,

b) nieparzysta?
Uzasadnij, ze funkcja okreslona wzorem

Wymien wszystkie elementy zbiorow:

a) A = {x:lsinxl =%
b) B= {x:leosx| =1

¢) C={x:tgx| = \/3,
d) D= {x:|ctgx| =1,

i
i
i
i

0<x<2n},

0<x <2n},
0 < x < 2m},
0 < x < 2m}.

Skorzystaj z odpowiednich wzoréw,

Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji y = sinx, naszkicuj

w przedziale (0; 2n) wykresy funkcji:

a) y=1-—sinx,
by y = 1+sinx,

Sporzadz wykresy funkgji:

a) y = sin2x,

b) y= sin%x,

c)
d)

Sporzadz wykresy funkcji:
¢) v = 3sinx,

a) y = 2sinx,

b) y= %sinx,

¢) y= —1+sinx,
d) y=1+cosx.

y = sin3x,

y = sin(—2x).

d) y= —2sinx.

Sporzadz wykresy funkeji:

a} y= Sin.(x +%),

b) y= sin(x—in),

c) y= sin(x—

d) y= sin(x-l—

E o N

hy=

Dla jakich wartosci parametroéw a, b funkcja y = asinx +bcosx

")

1
2+cosx

i
6 L]
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Sporzadz wykresy funkeji:

. 1
a) y= 231n(2x-§)+1, c)y= ktg5x+2,
b) y = —sin3x, d) y = sinx-Fsin(z — x),
Rozwiaz graficznie nieréwnosci (0 < x < 2n) 3
a) sin2x > 0, d) tgx > 3, g) ctgx < >
b) cos2x < 1, e) sinx < %, h) §< sinx < %,
c) tg2x > 1, f) cosx < ; 1) 2 < COSX << %

Wyznacz katy x(0° < x < 360°) spetniajace warunki:

a) sin2x >0 i (°<x< 180° e) cos2x >0 i cosx <0,
b) cos2x <0 i 0° <y <90° ) cos2x >0 i cosx > 0,
¢) sin2x >0 i cos2x <0, g sin2x >0 i sinx <0,
d) sinx >0 i sin2x < 0,

Rozwiaz graficznie rownania:

a) sin2x = sinx,

b) cosx = sinx,

¢) tgx = cos2x,

d} sin2x = cosx. Uwzglednij katy 0° < x < 360°

Sporzadzajac wykresy odpowiednich funkcji znajdz przyblizone
rozwiazanie rownan:

. 4
a) sinx = % b) x+cosx =1,

Rozwiaz graficznie nierdwnosci:
a) sinx > cosx, gdy O0<x<2m
b) sinx > sin(z—x), gdy 0<x<m

) cosx > tgx, gdy 0<x< 723,

d) sinx+cosx <0 gdy 0<x<2n

Jeden z bokéw prostokata ma diugos¢ 2 cm, kat zag migdzy
przekatng prostokata i danym bokiem jest .

a) Wyznacz pole prostokata, jako funkcje argumentu o

b) Naszkicuj wykres tej funkgji,

Zbadaj, czy funkcja okredlana wzorem J(x) = |sinx] 4+ |cos x| jest
funkcja; '

a) okresowy, ¢) nieparzysta,

b} parzysta, d) rosnacg w calej dziedzinie.




§ 5. Funkcja liniowa

Fankeja liniowa nazywamy funkcje f:R—>R okredlong wzorem
f(x) = ax+b, gdzie a, beR.

: Wykresem funkcji liniowej jest prosta nachylona do osi x pod takim
- katem «, ze tgo = a i przecinajaca o8 y w punkcie B = (0, b). Liczba
 a nazywa sie wspolczynnikiem kierunkowym (katowym) wykresu funk-
- ¢ji linlowe;.
- Jezeli do wykresu funkgji liniowej f(x) = ax+b naleza punkty
P ={xq, y1)1 0 = (x5, y,) gdzie x, # %, 10 wspolczynnik kierunkowy
. wykresu wyraza sig wzorem:

q =N

Xy —X,

Roéwnaniem liniowym nazywamy rownanie postaci ax+b = 0, gdzie

a, b, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Zbiorem rozwigzan rownania liniowego ax—+b = O jest:
a) zhiér jednoelementowy {—g} wiedy i tylko wtedy, gdy a # 0.

b} zbior wszystkich liczb rzeczywistych R wtedy i tylko wtedy, gdy
a=01ib=0.

c) zbior pusty wtedy i tylko wtedy, gdy a = 01 b # 0,
Nierownoscia liniowa nazywamy kazda z nierownosci postaci
ax+b <0 ax+b>0ax+bh <0 ax+b =0,
gdzie, a, b, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

6!




Zadania

5.1. Do wykresu funkcji liniowej nalezy poczatek ukiadu wspolrzed-

52.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.
5.7.
5.8.
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nych oraz punkt M. Podaj wzor okreslajacy funkcie, gdy:

2) M= (L, 1), d) M = (k 2K, k£ 0
b) M =3, 2), e)mfz(h—é@)meRik¢0)
¢) M=(—=L175)

W kazdej z podanych nizej czesciowych tabelek wartosci funkcji li-
niowe] dwie wartosci funkcji sa blednie dobrane. Znajdz je 1 popraw.

1] 2]3]4]s < | 2] =t]o1]2
ey e P FRRA I IO O
b —2| 1] 0\1|2’
y|—3|-2]-1]3]4

Do wykresu funkcji y = ax+b nalezg punkty A i B. Sprawdz
rachunkowo, czy punkt C rowniez nalezy do wykresu, jesli:

2) A =(1,2), B = (—1,4), C = (26),
b) A =21, B = (4,0), C:@D,

c)A=(;ﬂ, B:(-%ﬂ, ¢ =1, 3)

Naszkicuj wykres funkcji y = 2x. Nastepnie przesufi go o wektor
rownolegly do jednej z osi tak, aby przechodzit przez podany
punkt M. Napisz wzor funkcji, ktorej wykresem jest otrzymana
prosta.

a) M =(0,3), b) M =(0,—-2) o M=(-50), d M=(40.

Naszkicuj wykres funkcji y = %x. Przeksztalé go przez symetrig

wzgledem:
a) osi x, c) prostej y = 2,
b) osi y, d) poczatku ukladu.

Napisz wzor funkcji, ktorej wykresem jest otrzymana prosta.
Rozwiaz zadanie 5.4. dla funkgji y = x—4,

Rozwigz zadanie 5.5. dla funkcji y = 3—x

Naszkicuj wykres danej funkeji i przeksztalé go przez symetrig




: 5.10.

5.12.

5.13.
5.14,
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wzgledem prostej x = 1. Napisz wzor funkcji, ktorej wykresem
jest otrzymana prosta.
a) y = —2x+1, c) y=2x-3,

b)y:—§x+4, Q) y—2.

. Napisz wzor funkgcji liniowej, ktorej wykres:

a) jest rownolegly do wykresu y = 2x+1 i przechodzi przez punkt
A=(1,5)

b) jest rownolegly do wykresu y = —x+3 i przechodzi przez
punkt B = (0, 5),
c) jest rownolegly do wykresu funkcji y = —%x+4 i przechodzi

przez punkt C = (4, 0).

Wykres funkcji liniowej przechodzi przez dany punkt A i jest
nachylony do osi x pod danym katem «. Napisz wzor tej funkcji,
jezeli:
a} A =(1,5), a = 120
b} A=(—1-1), a= 60%
¢) A= {—2,4), x= 0
Napisz wzor funkeji danej wzorem y = ax+ b, ktdra odwzoro-
wuje zbior X na zbior Y, jesli:
a) X — zbior liczb parzystych, Y — zbior liczb nieparzystych;
b) X — zbiodr liczb catkowitych ujemnych,

Y — zbior liczb catkowitych dodatnich;
¢) X — zbior wszystkich wielokrotnosei liczby 3,

Y — zbior wszystkich wielokrotnosci liczby 4.
Wrykresy wszystkich funkcji postaci:
y=mx,xeR yeRimeR
tworza rodzing prostych. Naszkicuj kilka z tych wykreséw. Za-
cieniuj czgs¢ plaszezyzny, w ktorej zawieraja sie wykresy, gdy:

a0<m<l, ¢) —1<m<0, e}y m> 2,
by m> 1, d) m< —1, ﬂ—3<m<—%.
Rozwiaz zadanie 5.12. dla funkcji postaci y = mx +2.

Rozwigz zadanie 5.12. dla funkcji postaci y = 2x +m i m spelnia-
Jjacego warunki:

a) 1 <m<3, c)m< =3,

b) —1<m<0, d) —1<m<2
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5.17.
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5.19.

5.20.
5.21.

5.22.
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Wyznacz punkty przeciecia sie wykresow podanych funkcji z osia-
mi ukladu wspdlrzednych:

a) y= —2x+6, b) y=x+5, c)y=——§-x+10, d)y=3.

Wykaz, ze do wykresu funkcji y = \/gx—lré- nie nalezy zaden

punkt, ktérego obie wspolrzedne sa liczbami catkowitymi.
Wykaz, ze do wykresu funkeji y = —\/ 2x+\/ 3 nie nalezy za-
den punkt, ktorego obie wspohrzedne sg liczbami wymiernyrmi,
Wykaz, ze jesli a # 0, to funkcja liniowa y = ax+b odwzoro-
wuje wzajemnie jednoznacznie zbiér R na siebie.

Naszkicuj wykresy funkcji:

a) y = |x, e) y=|-x|,

b) y = |x[+1, f) y =2,

o) y=lx--1]+1, gy =2lx|—|x+1],
d) y = [x|+]x—1], h) y = x—|xl.
Naszkicuj wykres funkcji y = I—?

Oblicz wspétezynniki a, b dla funkcji f (x) = ax+b, majac dane:
AW =3 i f)> o¢xeG; —!—oo),

b} f2)= —1 i f(x} <O0exe(—w;d),
c)f3)=2 i f(x) > 0 dla kazdego xeR.

Uzupehij podang tabelke:

Znaki liczb Numery ¢wiartek, przez ktére przechodzi
a b wykres funkcji v = ax-+b

a>0 i bp>0

a>0 1 b<0

a>0 i b=0

a<0 i b>=0 LI 1V

a<0 1 b<0

a<0 1 b=0

a=0 i b<0

a=0 1 h>0

(2}




5.23.

Posu

5.26.

Los

5.28.
3.29.

5.30.

Napisz wzor okreélajacy funkcj¢ g(x) odwrotna do funkcji f(x).
8) f(x) = x, d) f(x) = x+3,

b) f(x) = 2x, 9 f1x) = —x+2,

o) f(x) = —x+1, ) fx) = 5 —4x

Co powiesz o wykresach funkcji y = f(x) iy = g(x)?
Czy do kazdej funkcji liniowej istnieje funkcja odwrotna?
Odpowiedz sformutuj w postaci twierdzenia i udowodnij je.

Naszkicuj wykresy funkeji:
a) y_—_x+\/x2, ¢) y=Jx2+6x+9+3,
b) y=@, d) y:\/x2w4x+4+\/x__2.

Wskazowka: /x? = |x|.

Dla jakich wartoéci m prosta y = mx—3 jest:

a) rownolegla b) prostopadia do prostej 3x+4y = (0?
Napisz rownanie prostej k,

1) rownoleglej,

2) prostopadlej do prostej o rownaniu 2x+3y = 5

wiedzac, 7e do prostej k nalezy punkt A4, gdy:

a) A=(21, d) 4= (0,0,

b) 4 =(1,2), : e) A=(-2,3),

c) A=(—1,1), HA=(-10:.

Podane réownanie ogodlne prostej przeksztalé do postaci kierun-
kowej i znajdz przyblizona miarg kata nachylenia prostej do osi x.
a) x+3y—5=0, ¢) 2x—3y+4 =0,

b) 5x+y—2=0, d) x+2y—1=0.

Napisz réwnanic prostej, ktora przechodzi przez poczatek ukla-
du wspolrzednych i jest nachylona do osi x pod katem o, gdy:

1 1 3 1
a) o = 3 b) o = 7% c) o= e d) o = i
Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt 4 = (- 1,2)
i rownolegtej do:
a) osi X, b) osi y.
Ktora z tych prostych jest wykresem funkcji?
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5.33.

5.34.

5.35.

5.36.

5.37.

5.38.
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Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez poczatek ukladu
wspotrzednych:
a) rownoleglej do prostej y = —2x+3,

b) prostopadiej do prostej y = éx—S,
c) tworzacej z prosta vy = 2 kat o mierze ;,

d) tworzacej z prosta x = 2 kat o mierze g.

Napisz rownanie prostej, ktora jest nachylona do osi x pod ka-
tem o i przecina o$ y w punkcie 4 = (0, b), gdy:

b1 T -
a) a=2,b=2 daw?b—Jl
ma=%mb=i ®a=§mb=—L
Sprawdz, ktore z nastepujacych trojek punktow naleza do jednej
prostej:
a) A=(0,5; B=41), C=(-2,7

b) A=(2,0; B=/(—4, 3 c:@g;

c) A=(0,7; B=(-15) C = (3,4)

Majac dane punkty 4 = (1,2) i B = (5, 2) znajdz taki punkt C,
aby prosta AC byla nachylona do osi x pod katem 45°, za$
prosta BC pod katem 135°, Jaki kat tworza ze soba proste AC
i BC?

Dla jakich wartoéci parametru a, prosta przechodzaca przez
punkty 4 = (1, —4) i B = (g, 24) jest nachylona do osi x pod
katem 45°7

Dla jakich wartoéci parametru g, kat o nachylenia prostej, prze-
chodzacej przez punkty A = (0, 0) i B = (1, 2a), do osi x spelnia
warunek;

a) 0° <o < 45° b) 135° < o < 180°, .
Dla jakich wartosci parametru g, wspoélezynnik kierunkowy
prostej przechodzacej przez punkty A = (—5, 0) i B = (0, a) na-
lezy do przedziatu (—1, 1)?

Punkty 4 =(1,0); B=(0, 1); C = (-1, 0); D = (0, —1) sa wierz-
chotkami kwadratu. Napisz réwnania prostych zawierajacych
boki i przekgtne kwadratu ABCD.




g%

. Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = (2m—3)x+1 jest:

a) rosnaca, b) malejgca, c¢) stala?

. Dla jakich warto$ci parametru m wykres funkcji y = mx+2

przechodzi przez:

a) T, 11, i 11 ¢éwiartke ukiadu wspolrzednych,
by LIIilV . ” " ,
ct LII " ” ” ?

. Dla jakich wartosci parametru n, wykres funkcji y=2x+n

przechodzi przez:

a) I, I, IV éwiartke ukladu wspolrzednych,
b} poczatek uldadu,

c) I, 1, III ¢wiartke ukladu wspotrzednych,
d) punkt A = (3, 5)?

. Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktorych wykres funkcji

y=mx+3 ma co najmnicj jeden punkt wspdlny z brzegiem
prostokata ABCD, ktdrego wierzcholki maja wspotrzedne
A=(1,1,B=(5,1),C=(575,D=(1)5)

. Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktérych wykres funkcji

y = mx+3 przecina of rzednych w takim punkcie 4, a 0§ odcig-
tych w takim punkcie B, ze |[BO} = 3|0A|, (O oznacza poczatek
uktadu wspotrzednych).

. Wyznacz te wartoéci parametru », dla ktérych miejscem zero-

wym funkcji y = —3x+-n jest liczba wigksza od 2.

. Wyznacz, dla jakich x wartosci funkcji y = 2x—35 sa:
a) dodatnie, c) wieksze od 1,
b} njemne, d) mnigjsze od 3.

. Naszkicuj wykresy funkcji:

S5dlax < —4 _
a)f(x)i{xdla—4$xé4 xeR,
—5dlax >4,

{ ic;ﬁdlax <2
b = XeR,
) o) 2x—3dlax =2,

x+16 dlax < —1

o) Mx)=+ 2-3xdla —1<x<2 xeR,

—t
x34dlax>2,
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547.

5.48.

549,

5.50.

5.51.

x+4dlax<1
d} i(x) ={ —2x+6dlal<x<5 xeR
x—6dlaxzs,
Dia kazdej z tych funkcji odczytaj z jel wykresu:
1) miejsca zerowe, '
2) przedzialy, w ktorych funkcja rosnie (maleje),
3) przedzialy, w ktorych funkgja jest dodatnia (vjemna),
Rozwiaz réwnania i podaj przyblizenia rozwigzan z dokladno-
§cia do 0,01.
a) 11(x—1)=4(x+2),
b} 22x+53—x) = 4(1 —x)—7(2—x),
€) 5—6(2x—3)+9(4—x) = 3(5x—2)— 8(x—2),
d) S(x—1)—3(x—2) = 5—(x—3).
Rozwigz rdwnania:
a) 3x+4(3—x)—(3x+2) = 3,
b) 8(3-2x)+5(3x+1) = 8(1—x),
c) 4(x+7)—3(2x+3) = 52 —x),
d) 3(x+4)—7Q2x—3) = 8(x—3).
Rozwigz réwnania:
a) 26x—[22x—(30-3x)] = 38,
b) 9—[8—(7—x)] =2,
¢ 5—[(8x+7)—18x] = 9x,
d) x(2—x)—3x = x[x—(5+2x)].
Rozwiaz nierdéwnoéci:
a) 6(2x+1)—(4+x) > 5(x—2),
b) 3(4—2x)+4(x+3) < x+6,
¢) 7(3—4x)—2x = 3(2x—95),
d) 6(4—-3x)—5(x+7) < Tx—1,
g X3 2k w2
2 3 4’
f) (x—2"+3x < (x42)%+2x—3.
Rozwiaz nieréwnosci:
a) 3x—[7—(5—4x)]—(x—8) = 0,
b) 8—x)*+19 € (x—9)%,
©) (4x+1)2+(3x+2)? < (5x+2)?,

d) 2x-—(7x—8) < 4x—[7—(x+5)],
3x+1 5—4x

") 2x——~r>2+ 7
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L 553

5.54.

5.55.

Rozwiaz nieréwnosci:
3x—7

2) (x— 1 +7 > (x+4)%, 9 2T x < 26— 1),
b) (1+x)+3x% < 2x—172+7, ol xed
o) (x—4?+6 < x*+2x+2, ¢ 5 5

Znajd7 liczby spelniajace nierdwno$¢ i nalezace do podanego
obok zbioru:
a) —2’( —3+ <1, xeh

b)§ﬁ+x> 2x+— xeR,;

c) (x—3)+9x? —5x+2>x3—8, A={x:1xeCix <10}
x—x+4  2x-7

d) 3 +2

Rozwiaz uklad nierdOwnosci:
{2x+4 > 3--x

4—3x > 2+2x,

=1-3x
{3x+2

){ x—1) > 2(x+4)

x2
< ~3—+3x—1, xeR._.

1-Tx = —bx,

(x+1P+7 > (x—4)*

(14+x)*+3x2 < 2x—1)*+7
Rozwiaz nieréwno$¢ podwojna:
a)2x+5 <3x+4 <4dx+2,
b} 2{x—1) < 3(x—1) < 4(x—1),
Q) (x+1)2 < (x+2)> < (x+3)
d) x+2 _x+1 _ 2x+1

3 4 6
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5.56. Rozwiaz uklady nieréwnodci:

x+4>2—3x
{4(x—1) > 24 7x,

) 3+5x < Tx+4
{3()6—-2) < 4x--9,

3x 3
2 < ax—3
p 5< X ,

c)

x 1 3 5
—— 3= 1Z_2
3 33 14 3%

37-2 Ix—8§
- x+9< X —Xx
d)
3% -5 d4x—3
i
2 8 6 °

(x+ 147 > (x—4)
{(1 +x)+3x < x—1)2+7,

T8 12 < B0y
2 3
Ix— -1 5x—
g 3508 a1 ses

3

3.57. Rozwiaz rownania: _
a) |x+2{ = 2(3—x), ) |x|—]x—2] =2,
b) [3x—2|+x =11, d) |2x[+3x--5 = |x—1|.
5.58. ZnajdZ najmniejsza liczbe catkowitg spetniajaca rownanie
x=3[-+2)x+1| = 4.
3.59. Znajdz wszystkie catkowite rozwiazania réwnania
a) [x—2] = —|x|+2, b) Ix+ 1+ x| = 3.
5.60. Rozwiaz nieréwnosci
a) [5-2x| < 1, ¢) [x—2] < [x+4|,
b} 3x—2,5/ = 2, d} 2{x+ 1] > x+4.
5.61. Rozwiaz réwnania (nieréwnoéci).
a) [4x—35] =2, d) 20x]+]x—1]+]x+ 1] = 4,
b) |x—3{+Ix+4] =9, e) [x+2|—[x] > 1,
Q) |x+3[+|x—1) < 5, B 12x 4+ 6]+ 13x— 12] + x| < 20.
5.62. Rozwiaz rownanie i zbadaj dia jakich wartosci parametrn g row-
nani¢ ma dokladnie jedno rozwigzanie, nie ma rozwigzan, jest
toZzsamosciowe.
a) Sx—a =0, d) ax—a =, g) 3+ax = 3x,
b) ax+3 =g, €} ax+2a = 3ax, h} ax—3 = 7ax,
¢) 2x—a =5, f) ax+3 = 3q.
5.63. Rozwigz réwnanie z niewiadoma x i zbadaj dla jakich wartoéci
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parametrow réwnanie: ma dokladnie jedno rozwiazanie, nie ma
rozwigzania, jest tozsamosciowe.

a) {a+b)x = c+d, ¢) ({@a—b)x = cx+1,

b) (a—b+8)x = ax, d) bx—a = ax—b,




Y 564,

e) cx—b = 3ax, g) Imx+3m=4x+9,
f) a(2—x) = b(x+3), h) mx—2x+1=4x—2.
Rozwiaz roOwnania, W ktdrych niewiadoma jest x:

" a) 17mx — 3am -+ Sbm—8mx = 10mx — Sam+ Thm +mx,

. 5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

b) ax+bx =m+X,

¢ ax—1)—b=x—a, f) x+a_§:x—b+5

d) (x—a) (x—b) = x*—a’, b a a ¥
a—bx ex—b ax—b* _alb-x)  b* _

e) c +x=T7 g) a X “1'?—(.1

RozwiaZ réwnanie z niewiadoma x. Przeprowadz dyskusjg istnie-
nia rozwiazan i ich liczby ze wzgledu na wartosci parametrow.

a) ax—a* = 2x—4, d) a?x—2ab—b*> = a®—b*x,
b) bx+ab®> = abx +b%c, ) mix+3n’ = Im2 —n’x — 2mnx,
¢) mx—5m+35n = nx, D a(x+b)=c

Rozwiaz réwnanic Z niewiadoma x. Przeprowadz dyskusjg istnie-
nia i liczby rozwiazaf rownania ze wzglgdu na wartosci para-
metrow.

a) 5(x—a) = 3(x+b), c) x+%= ,
b) 2(3x— 5a)+9(2a—Th) +3(5a—2%) = 0, d) x—a=%.
Dane jest rownanie z niewiadoma x:

1) x|+ x] =1, 2) mx|—|x| = L.

a) ToZWiaZ rownanie dlam= —1,m=0,m= 5

b) zbadaj dla jakich wartoéci m rOwnanie ma rozwiazanie.
Naszkicuj na jednym rysunku pary wykresow funkcji:
xoy=fx) i x—=y=4gX)

Nastepnie odczytaj z wykresow rozwiazanie rownania f(x) =
=g(x)i nieréwnodel f(x) < g(x).

a) f(x) = x+5,  gx)=1xk

b) f(x) = 2x—3,  glx}=1x—6k

O )= —x+2  g(x) =12xL;

d) f(x) =4 g(x) = IxI—1.

Sprawdz rachunkowo otrzymane odpowiedzi.

Kawalek stopu miedzi z olowiem wazy 12 kg, i zawiera 45%
miedzi. lle kilogramow czystego otowiu nalezy stopi€ z tym sto-
pem, aby nowy stop zawieral 30% miedzi?
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5.74.

5.75,

5.76.

3.77.

5.78.

5.79.
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. Naczynie litrowe jest calkowicie napelnione 80% roztworem
soli. Ile nalezy odla¢ z naczynia roztworu, aby po uzupelnieniu
zawartosci naczynia czysta woda otrzymac roztwor 50%?

W dwoch naczyniach znajduje sig roztwor kwasu, w pierwszym
naczyniu — 10-procentowy, a w drugim — 50-procentowy. Po
ile litréw kwasu trzeba odlac z kazdego naczynia, aby po zmie-
szaniu odlanego kwasu otrzymaé 140 litrdw 30% roztworu?

Dane sa dwa kawalki stopu zlota ze srebrem, W pierwszym ka-
walku masa zlota do masy srebra jest jak 2:3, a w drogim 3:7.
Ile kilogramow nalezy odcia¢ z kazdego kawalka, aby po sto-
pieniu odcigtych cz¢éel otrzymad 1,6 kg stopu, w ktérym masa
zlota do masy srebra bedzie jak 5:117

Tle litrow 15-procentowego roztworu kwasu solnego, a ile 30-pro-
centowego roztworu tego kwasu nalezy zmieszac, aby otrzymac
18 litrow 20-procentowego roztworu kwasu solnego?

Zmieszano 3 litry 7% roztworu soli z 6 litrami 4% roztworu
soli. Jakie jest stezenie soli w mieszaninie?

Z naczynia zawierajacego 10 litréw 3% wodnego roztworu soli
odlano polowe, a nastgpnie dolano 5 litréw czystej wody. Jakie
jest stezenie soli w nowym roztworze?

Dwa zaklady wyprodukowaly w ubiegtym roku towary o lacznej
wartosci 25 mid zi. W biezacym roku warto$¢ produkcji pierwsze-
go zakladu ma wzrosnaé o 5%, a drugiego o 20%. ¥.aczna war-
toé¢ produkciji obu zakltadéw ma byC wyzsza 0 12,8%. Jaka byta
warto$¢ produkcji w kazdym z tych zakladow w ubieglym roku?
W pewnym zakladzie kobiety stanowia 40% zalogi, przy czym
10% zatrudnionych kobiet oraz 20 mezczyzn wkracza w wiek
emerytalny. Okazuje sig, 7ze przejscie tych oséb na emeryture
spowoduje zmniejszenie stanu zatogi o 8%. Ile 0s6b pracuje w tym
zakladzie?

Kto$ kupil dwa przedmioty za 1.000 zt i sprzedal je z tacznym
zyskiem 8%. Ie zaplacil za kazdy przedmiot, jezeli pierwszy
sprzedat 7 zyskiem 20%, a drugi — ze strata 10%?

Filatelista kupil dwa znaczki za 900 zl, a po pewnym czasie
sprzedat je za 1.000 zi. Tle zaptacit za kazdy znaczek, jezeli pierw-

szy sprzedal z zyskiem 10%, a drugi — z zyskiem 13%%?
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5.81.

5.82.
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Dwa zespoly gornikow zobowiazaly sie wydoby¢ 22.400 ton we-
gla w 40 dni. Po 10 dniach dzienna wydajnos¢ pierwszego zespo-
tu wzrosta o 25%, a drugiego zmalala o 25%, ale zobowiazanie
wykonano w ciagu 38 dni. Oblicz poczatkowa wydajnosc kazde-
go zespohu, :

Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkgji

y=px+2-2 i y=2

Zaznacz na osi liczbowej nastgpujace zbiory:

a) {(xeR |x| <1}, d (xeC <2},
b) {xeR |x|>2}, &) {xeR: 0<l< 1},
c) {xeR |x]+x =0}, 0 {xeR |x+3 <2}

Zaznacz na osi liczbowej nastgpujace zbiory:

a) (xeR (x+1)* <(x+2)%i x| <2},

b) {xeR Ix+2| <3i2x—3| <2},

¢) {xeR: 5x+3 = 8x+21 lub 4{1+x) < 3x+5},

d) {xeR: —1[+x < 1 lub 3x > 23331‘#}.




