Zestaw 6 - Moce zbiorow

A Teoria

Definicja. A.1. (Zbiory réwnoliczne)
Duwa zbiory A i B sq réwnoliczne, gdy istnieje bijekcja f: A — B (tzn. funkcja f : A — B jest réznowartosciowa i’na’).

Definicja. A.2. (Zbiory przeliczalne)
Mowimy, ze zbior A jest przeliczalny, gdy jest skoriczony lub réwnoliczny ze zbiorem N wszystkich liczb naturalnych.

Twierdzenie. A.1. Dowolny podzbior zbioru przeliczalnego jest przeliczalny (tzn. jezeli A jest zbiorem przeliczalnym i
B C A, to B tez jest zbiorem przeliczalnym).

Twierdzenie. A.2. Zbior réwnoliczny ze zbiorem przeliczalnym jest zbiorem przeliczalnym.
Twierdzenie. A.3. Zbior Q wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.4. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Jezeli istnieje funkcja réznowartosciowa f : B — A, to zbior
B rowniez jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.5. Jezeli zbiory A i B sq przeliczalne, to zbior A x B tez jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.6. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Jezeli istnieje funkcja 'na’ f : A — B, to zbior B réwniez
jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.7. Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym (tzn. jezeli zbior T jest
przeliczalny i dla kazdego t € T' zbior A; jest przeliczalny, to suma |, A¢ jest zbiorem przeliczalnym,).

Definicja. A.3. (Zbiory mocy continuum)
Mowimy, ze zbior A jest mocy continuum, gdy jest réunoliczny ze zbiorem R wszystkich liczb rzeczywistych.

Twierdzenie. A.8. Jezeli zbidr A jest rownoliczny z B, a B jest rownoliczny z C, to A jest réwnoliczny z C.

Twierdzenie. A.9. (Cantora-Bernsteina)
Jezeli A C B C C oraz zbiory A i C sq rownoliczne, to réwniez zbior B jest rownoliczny z A i C.

Twierdzenie. A.10. Jezeli zbidr A jest mocy ¢ oraz zbior B jest przeliczalny, to réznica A\B jest zbiorem mocy c.

Twierdzenie. A.11. Jezeli zbiory A i B sq mocy c, to iloczyn kartezjanski A X B réwniez jest mocy c.

B Zadania

Zadanie B.1. Pokazac, ze zbior liczb naturalnych i zbior liczb catkowitych sa réwnoliczne.
Zadanie B.2. Pokaza¢, ze zbior liczb naturalnych N i zbiér N U {v/2} sa réwnoliczne.
Zadanie B.3. Pokaza¢, ze zbior liczb naturalnych N i zbior N\{2010} sa réwnoliczne.
Zadanie B.4. Pokazaé, ze zbiory (0,1) i R sa rownoliczne.

Zadanie B.5. Pokaza¢, ze zbiory (4,5) i (7,13) sa réwnoliczne.

Zadanie B.6. Pokaza¢, ze zbiory (1,3) i (1,3) U {4} sa rownoliczne.

Zadanie B.7. Zbiér Z wszystkich liczb calkowitych jest przeliczalny.

Zadanie B.8. Zbiér parzystych liczb calkowitych jest przeliczalny.

Zadanie B.9. Pokaza¢, ze odcinek (—7, 5) jest mocy continuum

Zadanie B.10. Pokazaé, ze odcinek [6, 7] jest mocy continuum.

Zadanie B.11. Dla danych zbioréw A, B C R udowodnij, ze |A| = | B| znajdujac kazdorazowo bijekcje.
A=NiB=N\{138},

A=NiB=N\{13,25},

A=NiB=N\{10,11,12,...,100},



A=NiB=NU{3},

A=NiB=NuU{3, 1},

AZ{%HZ’I’LENQ},B:{%HZHEN()}

A:{%ﬂ:”ENOLB:{%H:TLENO}U{O}

A=(0,1), B=(0,1)U{1,2,3}

Zadanie B.12. Dowies¢ przy pomocy Twierdzenia Cantora-Bernsteina, ze AB gdzie A-odcinek otwarty (np. (0,1)),
B-odcinek jednostronnie domkniety (np. (0,1]).



