
Zestaw 6 - Moce zbiorów

A Teoria

De�nicja. A.1. (Zbiory równoliczne)
Dwa zbiory A i B s¡ równoliczne, gdy istnieje bijekcja f : A→ B (tzn. funkcja f : A→ B jest ró»nowarto±ciowa i'na').

De�nicja. A.2. (Zbiory przeliczalne)
Mówimy, »e zbiór A jest przeliczalny, gdy jest sko«czony lub równoliczny ze zbiorem N wszystkich liczb naturalnych.

Twierdzenie. A.1. Dowolny podzbiór zbioru przeliczalnego jest przeliczalny (tzn. je»eli A jest zbiorem przeliczalnym i
B ⊂ A, to B te» jest zbiorem przeliczalnym).

Twierdzenie. A.2. Zbiór równoliczny ze zbiorem przeliczalnym jest zbiorem przeliczalnym.

Twierdzenie. A.3. Zbiór Q wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.4. Niech A b¦dzie zbiorem przeliczalnym. Je»eli istnieje funkcja ró»nowarto±ciowa f : B → A, to zbiór
B równie» jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.5. Je»eli zbiory A i B s¡ przeliczalne, to zbiór A×B te» jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.6. Niech A b¦dzie zbiorem przeliczalnym. Je»eli istnieje funkcja 'na' f : A → B, to zbiór B równie»
jest przeliczalny.

Twierdzenie. A.7. Suma przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym (tzn. je»eli zbiór T jest
przeliczalny i dla ka»dego t ∈ T zbiór At jest przeliczalny, to suma

⋃
t∈T At jest zbiorem przeliczalnym).

De�nicja. A.3. (Zbiory mocy continuum)
Mówimy, »e zbiór A jest mocy continuum, gdy jest równoliczny ze zbiorem R wszystkich liczb rzeczywistych.

Twierdzenie. A.8. Je»eli zbiór A jest równoliczny z B, a B jest równoliczny z C, to A jest równoliczny z C.

Twierdzenie. A.9. (Cantora-Bernsteina)
Jezeli A ⊂ B ⊂ C oraz zbiory A i C s¡ równoliczne, to równie» zbiór B jest równoliczny z A i C.

Twierdzenie. A.10. Je»eli zbiór A jest mocy c oraz zbiór B jest przeliczalny, to ró»nica A\B jest zbiorem mocy c.

Twierdzenie. A.11. Je»eli zbiory A i B s¡ mocy c, to iloczyn kartezjanski A×B równie» jest mocy c.

B Zadania

Zadanie B.1. Pokaza¢, »e zbiór liczb naturalnych i zbiór liczb caªkowitych s¡ równoliczne.

Zadanie B.2. Pokaza¢, »e zbiór liczb naturalnych N i zbiór N ∪ {
√
2} s¡ równoliczne.

Zadanie B.3. Pokaza¢, »e zbiór liczb naturalnych N i zbiór N\{2010} s¡ równoliczne.

Zadanie B.4. Pokaza¢, »e zbiory (0, 1) i R s¡ równoliczne.

Zadanie B.5. Pokaza¢, »e zbiory (4, 5) i (7, 13) s¡ równoliczne.

Zadanie B.6. Pokaza¢, »e zbiory (1, 3) i (1, 3) ∪ {4} s¡ równoliczne.

Zadanie B.7. Zbiór Z wszystkich liczb caªkowitych jest przeliczalny.

Zadanie B.8. Zbiór parzystych liczb caªkowitych jest przeliczalny.

Zadanie B.9. Pokaza¢, »e odcinek (−π2 ,
π
2 ) jest mocy continuum

Zadanie B.10. Pokaza¢, »e odcinek [6, 7] jest mocy continuum.

Zadanie B.11. Dla danych zbiorów A,B ⊆ R udowodnij, »e |A| = |B| znajduj¡c ka»dorazowo bijekcj¦.

A = N i B = N\{138},

A = N i B = N\{13, 25},

A = N i B = N\{10, 11, 12, . . . , 100},
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A = N i B = N ∪ { 12},

A = N i B = N ∪ { 13 ,
1
4},

A = { 1n+1 : n ∈ N0}, B = {
1

n+2 : n ∈ N0}

A = { 1n+1 : n ∈ N0}, B = {
1

n+1 : n ∈ N0} ∪ {0}

A = (0, 1), B = (0, 1) ∪ {1, 2, 3}

Zadanie B.12. Dowie±¢ przy pomocy Twierdzenia Cantora-Bernsteina, »e ÃB gdzie A-odcinek otwarty (np. (0,1)),
B-odcinek jednostronnie domkni¦ty (np. (0,1]).

2


