
DMAD - schematy wyboru

Wariacje z powtórzeniami W kn = n
k

� Tyle jest ci¡gów dªugo±ci k o elementach ze zbioru n�elementowego (np. ze zbioru {1, 2, . . . , n});
� Na tyle sposobów mo»emy wybra¢ kolejno ze zwracaniem k razy jeden element ze zbioru n elementów;

Wariacje bez powtórze« V kn =
n!

(n−k)! = n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) = (n)k
� Tyle jest ci¡gów dªugo±ci k o ró»nych elementach ze zbioru n�elementowego;
� Na tyle sposobów mo»na wybra¢ kolejno bez zwracania k elementów ze zbioru n�elementowego.

Permutacje Pn = n!
� Na tyle sposobów mo»na ustawi¢ n elementów w rz¦dzie.

Kombinacje Ckn =
(
n
k

)
= n!
k!(n−k)! =

(n)k
k!

� Na tyle sposobów mo»na wybra¢ k�elementowy podzbiór zbioru n�elementowego;
� Na tyle sposobów mo»na wybra¢ k ró»nych elementów ze zbioru n�elementowego (je±li kolejno±¢ wybierania nie

jest istotna);
� Na tyle sposobów mo»na wybra¢ k �miejsc� spo±ród n �miejsc� ustawionych w ci¡gu.

Kombinacje z powtórzeniami
(
n+k−1
k

)
� Tyle jest ró»nych rozmieszcze« identycznych k kul w n ponumerowanych szu�adkach;
� Tyle jest rozwi¡za« w liczbach caªkowitych równania

x1 + . . .+ xn = k, xi ­ 0;

� Na tyle sposobów mo»na utworzy¢ k�elementowy �multizbiór� z elementów n�elementowego zbioru;

Permutacje z powtórzeniami n!
t1!·t2!·...·tr! (t1 + . . .+ tr = n)

� Tyle jest permutacji z powtórzeniami n elementów, je±li mamy r typów elementów oraz ti elementów i�tego typu,
dla ka»dego 1 ¬ i ¬ r;

� Tyle jest uporz¡dkowanych podziaªów zbioru n�elementowego na podzbiory A1, . . . , Ar, gdzie |Ai| = ti dla ka»dego
1 ¬ i ¬ r.

A Zadania na ¢wiczenia

W ka»dym z zada« okre±l, z jakich schematów wyboru i praw przeliczania korzystasz.

Zadanie A.1. Ile jest mo»liwych wyników 20 losowa« jednej karty z talii 52 kart, je±li
a) karty mog¡ si¦ powtarza¢ (losowania ze zwracaniem)?
b) karty nie mog¡ si¦ powtarza¢ (losowania bez zwracania)?
c) karty mog¡ si¦ powtarza¢ i jest dokªadnie 5 kierów?
d) karty nie mog¡ si¦ powtarza¢ i jest dokªadnie 5 kierów?

Zadanie A.2. Na ile sposobów mo»emy umie±ci¢ 10 nierozró»nialnych kul w 20 rozró»nialnych urnach, je±li

a) ka»da urna mo»e zawiera¢ co najwy»ej jedn¡ kul¦?
b) ka»da urna mo»e zawiera¢ dowoln¡ liczb¦ kul?

Jak zmieni si¦ odpowied¹, je±li kule s¡ rozró»nialne?

Zadanie A.3. Na ile sposobów mo»emy umie±ci¢ 30 nierozró»nialnych kul w 20 rozró»nialnych urnach, je±li

a) ka»da urna ma zawiera¢ co najmniej jedn¡ kul¦?
b) pierwsza urna ma zawiera¢ co najmniej 2 kule?

Przedyskutuj, ten sam problem w przypadku, gdy kule s¡ rozró»nialne?

Zadanie A.4. Na ile sposobów mo»emy umie±ci¢ 50 rozró»nialnych kul po 10 w 5 urnach, je±li

a) urny s¡ rozró»nialne?
b) urny s¡ nierozró»nialne?

Zadanie A.5. Wyznacz liczb¦ caªkowitoliczbowych rozwi¡za« równania:

x1 + x2 + . . .+ x10 = 30, gdy xi ­ 0 dla i = 3, . . . , 10 oraz

a) x1 ­ 3, 0 ¬ x2 ¬ 2;
b) 0 ¬ x1 ¬ 10, x2 ­ 0.

Zadanie A.6. Na ile sposobów mo»na ustawi¢ 8 m¦»czyzn i 5 kobiet w rz¦dzie tak, aby »adne dwie kobiety nie staªy
obok siebie?
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B Zadania na ¢wiczenia - je±li czas pozwoli

Zadanie B.1. Ile ci¡gów

a) binarnych;
b) ternarnych (skªadaj¡cych si¦ ze znaków: 0, 1, 2);

dªugo±ci 200 zawiera dokªadanie 100 zer w 7 seriach? (Seri¡ zer nazywamy ci¡g kolejnych zer, który nie jest poprzedzony
zerem i po którym nie nast¦puje zero, np. ci¡g 120000222010022 ma trzy serie zer)?

Zadanie B.2. Ile dodatnich liczb caªkowitych mniejszych od 1 000 000 ma sum¦ cyfr równ¡ 9?

Zadanie B.3. Na ile sposobów mo»na umie±ci¢ n ksi¡»ek na k ró»nych póªkach

a) gdy ksi¡»ki s¡ nierozró»nialnymi kopiami tej samej ksi¡»ki?
b) gdy ksi¡»ki s¡ ró»ne i kolejno±¢ ksi¡»ek na póªce nie jest istotna?
c) gdy ksi¡»ki s¡ ró»ne i kolejno±¢ ksi¡»ek na póªce jest istotna?
d) gdy ksi¡»ki s¡ ró»ne, kolejno±¢ ksi¡»ek na póªce jest istotna i »adna póªka nie pozostaje pusta (n ­ k)?

Zadanie B.4. Ile jest ci¡gów liczbowych dªugo±ci n (n ¬ 100) o wyrazach ze zbioru {1, 2, 3, . . . , 100}, które s¡

a) rosn¡ce?
b) niemalej¡ce?

C Zadania do samodzielnej pracy w domu

W ka»dym z zada« okre±l, z jakich schematów wyboru i praw przeliczania korzystasz.

Zadanie C.1. Wyznacz liczb¦ caªkowitoliczbowych rozwi¡za« równania:

x1 + x2 + . . .+ x100 = 60000 oraz xi ­ i dla i = 1, . . . , 100.

Zadanie C.2. Mamy do dyspozycji alfabet skªadaj¡cy si¦ z 26 liter (a, b, c, . . . , z). Ile sªów (niekoniecznie maj¡cych sens)
dªugo±ci 10 mo»na uªo»y¢ je±li w sªowie:

a) litery nie mog¡ si¦ powtarza¢;
b) litery mog¡ si¦ powtarza¢;
c) litery mog¡ si¦ powtarza¢ oraz wykorzystujemy tylko litery �a� i �b�;
d) litery mog¡ si¦ powtarza¢, jest dokªadnie 6 liter �a� i 4 litery �b�;
e) litery mog¡ si¦ powtarza¢, jest dokªadnie 5 liter �a�;
f) litery mog¡ si¦ powtarza¢, s¡ dokªadnie 2 litery �a� i 3 litery �b�;
g) litery mog¡ si¦ powtarza¢ i jest dokªadnie jedna litera �a�;
h) litery mog¡ si¦ powtarza¢ i nie ma »adnej litery �a�;
i) litery mog¡ si¦ powtarza¢ i jest co najmniej jedna litera �a�;
j) litery mog¡ si¦ powtarza¢ i s¡ co najwy»ej dwie litery �a�;
k) litery nie mog¡ si¦ powtarza¢ i jest dokªadnie jedna litera �a�;
l) litery nie mog¡ si¦ powtarza¢ i nie ma »adnej litery �a�?

Zadanie C.3. W cukierni sprzedaj¡ 5 rodzajów dro»d»ówek: z makiem, z kruszonk¡, z jabªkiem, z budyniem i z serem.
Zakªadamy, »e dro»d»ówek ka»dego rodzaju jest nieograniczona liczba i dro»d»ówki jednego rodzaju s¡ nierozró»nialne.
Na ile sposobów mo»na wybra¢ 20 dro»d»ówek, je±li

a) chcemy co najmniej jedn¡ dro»d»ówk¦ w ka»dym z rodzajów?
b) chcemy dokªadnie jedn¡ dro»d»ówk¦ z serem?
c) chcemy co najwy»ej 2 dro»d»ówki z kruszonk¡?

Zadanie C.4. Ile mo»na utworzy¢ ró»nych sªów (niekoniecznie maj¡cych sens) z liter sªowa MISSISIPI

a) w ogóle?
b) w których litery M i P stoj¡ obok siebie?
c) w których wszystkie trzy litery S stoj¡ kolejno obok siebie?

Zadanie C.5. Na ile sposobów mo»na wªo»y¢ 20 identycznych jabªek do 5 ponumerowanych koszyków tak, aby

a) w ka»dym z koszyków byªo co najmniej jedno jabªko?
b) w pierwszym koszyku byªo dokªadnie jedno jabªko?
c) w drugim koszyku byªy co najwy»ej dwa jabªka?

Zadanie C.6. Alfabet ªaci«ski zawiera 21 spóªgªosek i 5 samogªosek. Ile ci¡gów skªadaj¡cych si¦ ze 100 wielkich liter
alfabetu ªaci«skiego zawiera:

a) dokªadnie 3 samogªoski?
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b) co najwy»ej 3 samogªoski?
c) t¦ sam¡ liczb¦ spóªgªosek co samogªosek?

Zadanie C.7. Na ile sposobów mo»na usadzi¢ 10 spo±ród 100 uczestników wesela wokóª okr¡gªego stoªu? Dwa ustawienia
uznajemy za takie same, je±li ka»da osoba przy stole ma tego samego s¡siada po prawej i po lewej w obu ustawieniach.
Jak zmieni si¦ odpowied¹, je±li przy stole maj¡ siedzie¢ obok siebie pan i pani mªoda?

Zadanie C.8. Mamy do dyspozycji po 20 nierozró»nialnych jabªek, gruszek, kiwi, mango, ±liwek, mandarynek i poma-
ra«czy. Na ile sposobów mo»emy

a) ustawi¢ 4 ró»ne z tych owoców w rz¦dzie od lewej do prawej?
b) ustawi¢ 10 (niekoniecznie ró»nych) z tych owoców w rz¦dzie od lewej do prawej?
c) utworzy¢ koszyk piknikowy skªadaj¡cy si¦ z 4 ró»nych owoców?
d) wªo»y¢ wszystkie gruszki do 7 ponumerownych koszyków tak, »eby w ka»dym koszyku byªa co najmniej jedna

gruszka?
e) wªo»y¢ 7 owoców (po jednym z ka»dego rodzaju) do 4 ponumerowanych koszyków tak, aby w pierwszym koszyku

byªy co najmniej 2 owoce?
f) wªo»y¢ wszystkie pomara«cze do 9 ponumerowanych koszyków tak, aby w pierwszym koszyku byªy co najwy»ej 3

pomara«cze?
g) wªo»y¢ je wszystkie do 10 ponumerowanych koszyków o nieograniczonej pojemno±ci?
h) ustawi¢ wszystkie owoce w rz¦dzie od lewej do prawej?
i) uszykowa¢ z nich paczk¦ skªadaj¡c¡ si¦ z 15 owoców?
j) wªo»y¢ po (dokªadnie) jednym owocu do ka»dego z 16 ponumerownych koszyków?

Zadanie C.9. Profesor rozdziela 40 ró»nych numerów czasopisma po 10 do 4 pudeª. Na ile sposobów mo»e to zrobi¢,
je±li

a) pudªa s¡ rozró»nialne?
b) pudªa s¡ identyczne?

Zadanie C.10. Ile jest rozda« po 5 kart z talii 52 kart dla ka»dego z 4 graczy, je±li

a) kolejno±¢ dostawania kart jest istotna?
b) kolejno±¢ dostawania kart nie jest istotna?

Jak zmieni si¦ odpowied¹, je±li rozwa»ymy rozdanie w bryd»a (po 13 kart)?

Zadanie C.11. Ile jest ci¡gów binarnych z 20 zerami i 10 jedynkami takich, »e »adne dwie jedynki nie stoj¡ obok siebie?

Zadanie C.12. Na ile sposobów mo»na wybra¢ 10 monet ze ±winki skarbonki, w której jest 50 identycznych monet 5zª,
100 nierozró»nialnych monet 2zª, 80 takich samych monet 1zª?

Zadanie C.13. Na ile sposobów mo»na rozªo»y¢ do 10 ró»nych koszy 20 ró»nych zaj¡czków i 30 identycznych jaj?

Zadanie C.14. W 25�osobowej klasie chcemy stworzy¢ 6�osobow¡ dru»yn¦ szachow¡ i 10-osobow¡ dru»yn¦ boksersk¡.
Na ile sposobów mo»emy to zrobi¢, je»eli

a) ka»dy mo»e zosta¢ bokserem i szachist¡?
b) nikt nie mo»e by¢ jednocze±nie bokserem i szachist¡?
c) dokªadnie jedna osoba mo»e by¢ jednocze±nie bokserem i szachist¡?
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